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เอกสารประกอบการเรียน  แคลคูลสัเบือ้งต้น                เล่ม 1  ลิมิตและความต่อเน่ืองของฟังก์ชัน             2 

คณิตศาสตร์เพิม่เตมิ  ม.6       โดย นางธันยนันท์   จนัเต 

  

  

 

 
  ความรู้เก่ียวกบัลิมิตมีความส าคญัมากในทางคณิตศาสตร์  โดยเฉพาะอยา่งยิง่ในวชิาแคลคูลสั 
(Calculus)                                         “ใหน้กัศึกษาพิจารณาฟังกช์นั f(x) ซ่ึง 

2xf(x)   วา่ ค่าของฟังกช์นั f(x) เป็นอยา่งไร เม่ือ x  เขา้ใกล ้2” ( ค่าของ 2x   ) ดงัตาราง 

2<x   2x >  

x  2xf(x)    x  2xf(x)   

 1  3   3  5 

 1.5  3.5   2.5  4.5 

 1.9  3.9   2.1  4.1 

 1.99  3.99   2.01  4.01 

 1.999  3.999   2.001  4.001 

 1.9999  3.9999   2.0001  4.0001 

         

 

จะเห็นวา่เม่ือ x เขา้ใกล ้2 โดยท่ี ( 2<x ) ค่าของฟังกช์นัจะเขา้ใกล ้4   

และเม่ือ x            โดยท่ี ( 2x > )                  เขา้ใกล ้4  

ลมิิตและความต่อเน่ือง (Limit and Continuity) 

1.  ลมิติของฟังก์ชัน 
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คณิตศาสตร์เพิม่เตมิ  ม.6       โดย นางธันยนันท์   จนัเต 

จะเห็นไดว้า่ เม่ือ x  เขา้ใกล ้2 โดยท่ี ( 2<x ) และเม่ือ x  เขา้ใกล ้2 โดยท่ี ( 2x > ) ค่าของฟังกช์นั

จะเขา้ใกลจ้  านวนเดียวกนั คือ  4 นัน่แสดงวา่ ฟังกช์นั 2xf(x)   มีลิมิตของฟังกช์นั  โดยค่าของลิมิต

เท่ากบั 4  

  โดยทัว่ไป เม่ือ a เป็นจ านวนใด ๆ   

  1.   x  เขา้ใกล ้a โดยท่ี a<x  จะเรียกวา่ x เขา้ใกล ้a ทางดา้นซา้ย เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ 

-ax    
  และค่าของฟังกช์นั f(x) เขา้ใกลจ้  านวนจริง L เม่ือ x          a ทางดา้นซา้ยแลว้  ลิมิต 

ของฟังกช์นั f ท่ี x เขา้ใกล ้a ทางดา้นซา้ย  เขียนแทนดว้ย Lf(x) lim  
ax




  

 

     2.  x
 
เขา้ใกล ้a โดยท่ี ax >  จะเรียกวา่ x เขา้ใกล ้a ทางดา้นขวา เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ 

 ax   
  และค่าของฟังกช์นั f(x) เขา้ใกลจ้  านวนจริง L เม่ือ x          a ทางดา้นขวาแลว้  ลิมิต 

ของฟังกช์นั f ท่ี x เขา้ใกล ้a ทางดา้นขวา  เขียนแทนดว้ย Lf(x) lim  
ax




  
  ซ่ึง  ถา้  Lf(x) limf(x) lim  

axax









  แลว้  Lf(x) lim  
ax




 เรียก L วา่ ค่าลิมิต 

ของฟังกช์นั f  ท่ี a  หรือกล่าววา่ 

  

Lf(x) lim  
ax




   ก็ต่อเม่ือ  Lf(x) limf(x) lim  
axax







    

ดงันั้นจากตารางขา้งตน้ จะไดว้า่  

  

42)(x lim2)(x lim  
2x2x







  

   

จะได ้ 42)(x lim2)(x lim  
2x2x







  
ดงันั้น    42)(x lim  

2x



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คณิตศาสตร์เพิม่เตมิ  ม.6       โดย นางธันยนันท์   จนัเต 

  

 วธีิพิจารณาค่าของ f(x) lim  
ax 

 มี 3 วธีิ คือ 

   1)  การหาค่าลิมิตโดยวธีิแทนค่าในตาราง 

   2)  การหาค่าลิมิตโดยวธีิพิจารณากราฟ 

   3)  การหาค่าลิมิตโดยใชท้ฤษฎีเก่ียวกบัลิมิต  

การหาค่าลมิติโดยวธิีแทนค่าในตาราง 

  ใหน้กัเรียนพิจารณาตวัอยา่งต่อไปน้ี เพื่อท าความเขา้ใจเก่ียวกบัการหาค่าลิมิตโดยวธีิแทนค่า 
ในตาราง 

 

ตัวอย่างที ่1-4   จงสร้างตารางแสดงค่าของฟังกช์นัท่ีก าหนดให ้ณ จุดใกล ้ๆ a  (              a)  
     ท่ีก าหนดให ้เพื่อสรุปค่าของ f(x) lim  

ax




 , f(x) lim  
ax




  และ f(x) lim  
ax 

  

     (ถา้ลิมิตมีค่า) 
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คณิตศาสตร์เพิม่เตมิ  ม.6       โดย นางธันยนันท์   จนัเต 

ตัวอย่างที ่1 2a2x,3xf(x) 2    

 

 

  วธีิท า สร้างตาราง ดงัน้ี 

2<x   2x >  

          
x  2x3xf(x) 2    x  2x3xf(x) 2   

 1  1   3  21 

 1.5  3.75   2.5  13.75 

 1.9  7.03   2.1    9.03 

 1.99  7.90   2.01    8.10 

 1.999  7.990   2.001    8.01 

 1.9999  7.998   2.0001    8.0008 

         

 

 

  จะไดว้า่              82x)(3x lim  และ  82x)(3x lim  22

2x2x









   

  นัน่คือ   82x)(3x lim2x)(3x lim  22

2x2x







  

   

ดงันั้น   82x)(3x lim  2
2x




      ตอบ  
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คณิตศาสตร์เพิม่เตมิ  ม.6       โดย นางธันยนันท์   จนัเต 

ตัวอย่างที ่2 0a,
4xx

4xxf(x) 
2

3





   

 

 

  วธีิท า สร้างตาราง ดงัน้ี 

0<x   0x >  

x  
4xx

4xxf(x) 
2

3




   x  

4xx

4xxf(x) 
2

3




  

 -1  -1   1  -0.6 

 -0.5  -1.074   0.5  -0.833 

 -0.1  -1.023   0.1  -0.973 

 -0.01  -1.002   0.01  -0.997 

 -0.001  -1.000   0.001  -0.999 

 -0.0001  -1.000   0.0001  -0.999 

         

 

  จะไดว้า่           1
4xx

4xxlim  และ  1
4xx

4xx lim  
2

3

2

3

0x0x

















   

  นัน่คือ   1
4xx

4xxlim
4xx

4xx lim  
2

3

2

3

0x0x

















 

 ดงันั้น    1
4xx

4xxlim  
2

3

0x







   

ตอบ
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คณิตศาสตร์เพิม่เตมิ  ม.6       โดย นางธันยนันท์   จนัเต 

 
ตัวอย่างที ่3 8a,1xf(x)    

 

 

  วธีิท า สร้างตาราง ดงัน้ี 

8<x   8x >  

x  1xf(x)    x  1xf(x)   

 7  2.82842   9  3.16227 

 7.5  2.91547   8.5  3.08220 

 7.9  2.98328   8.1  3.01662 

 7.99  2.99833   8.01  3.00166 

 7.999  2.99983   8.001  3.00016 

 7.9999  2.99998   8.0001  3.00001 

         

 

  จะไดว้า่           31xlim  และ  31x lim  
8x8x









   

  นัน่คือ   31xlim1x lim  
8x8x









 

 ดงันั้น    31xlim  
8x




   

ตอบ

 

 

 

www.kr
oo

ba
nn

ok
.co

m



เอกสารประกอบการเรียน  แคลคูลสัเบือ้งต้น                เล่ม 1  ลิมิตและความต่อเน่ืองของฟังก์ชัน             8 

คณิตศาสตร์เพิม่เตมิ  ม.6       โดย นางธันยนันท์   จนัเต 

ตัวอย่างที ่4 4a,
4x

2xf(x) 



   

 

 

  วธีิท า สร้างตาราง ดงัน้ี 

4<x   4x >  

x  4x
2xf(x) 




   x  4x

2xf(x) 



  

 3  0.26794   5  0.23606 

 3.5  0.25834   4.5  0.24264 

 3.9  0.25158   4.1  0.24845 

 3.99  0.25015   4.01  0.24984 

 3.999  0.25001   4.001  0.24998 

 3.9999  0.25000   4.0001  0.24999 

         

 

  จะไดว้า่           0.25
4x

2xlim  และ  0.25
4x

2x lim  
4x4x

















   

  นัน่คือ   0.25
4x

2xlim
4x

2x lim  
4x4x

















 

 ดงันั้น   0.25
4x

2xlim  
4x







   

ตอบ 
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คณิตศาสตร์เพิม่เตมิ  ม.6       โดย นางธันยนันท์   จนัเต 

การหาค่าลมิติโดยวธิีพจิารณากราฟ 
 ใหน้กัเรียนพิจารณาตวัอยา่งท่ี 5-8 การหาค่าลิมิตโดยวธีิพิจารณากราฟ ดงัน้ี 

ตัวอย่างที ่5     













4 >x    เม่ือ     4x
  

4  <x   เม่ือ2x     8x
f(x)     เม่ือ x                  

วธีิท า เขียนกราฟ ดงัน้ี 

                                     ภาพท่ี 1 

  

เม่ือพิจารณาค่าของ f(x) ในตารางและกราฟ  จะเห็นวา่  เม่ือ x มีค่าเขา้ใกล ้4 ทางดา้นซา้ย  
และดา้นขวา  ค่าของ f(x) มีค่าเขา้ใกล ้0 เพียงค่าเดียว 

ตัวอย่างที ่6  54xxf(x) 2      เม่ือ x                2 
 วธีิท า เขียนกราฟ ดงัน้ี 

                         ภาพท่ี 2 

  เม่ือพิจารณาค่าของ f(x) ในตารางและกราฟ  จะเห็นวา่  เม่ือ x มีค่าเขา้ใกล ้2 ทางดา้นซา้ย  

และดา้นขวา  ค่าของ f(x) มีค่าเขา้ใกล ้1 เพียงค่าเดียว 
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คณิตศาสตร์เพิม่เตมิ  ม.6       โดย นางธันยนันท์   จนัเต 

ตัวอย่างที ่7  12xf(x)      เม่ือ x                1 
วธีิท า เขียนกราฟ ดงัน้ี

 

ภาพท่ี 3 

เม่ือพิจารณาค่าของ f(x) ในตารางและกราฟ  จะเห็นวา่  เม่ือ x มีค่าเขา้ใกล ้1 ทางดา้นซา้ย  

และดา้นขวา  ค่าของ f(x) มีค่าเขา้ใกล ้1 เพียงค่าเดียว 

ตัวอย่างที ่8     













1 x    เม่ือ     1)(x

  
1  <x   เม่ือx     2

f(x) 
2

    เม่ือ x                1
 

ภาพท่ี 4 

เม่ือพิจารณาค่าของ f(x) ในตารางและกราฟ  จะเห็นวา่  เม่ือ x มีค่าเขา้ใกล ้1 ทางดา้นซา้ย  

ค่าของ f(x) มีค่าเขา้ใกล ้1  และเม่ือ x มีค่าเขา้ใกล ้1 ทางดา้นขวา ค่าของ f(x) มีค่าเขา้ใกล ้0
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              คณิตศาสตร์เพิม่เตมิ  ม.6       โดย นางธันยนันท์   จนัเต 
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  จากบทนิยาม 2.1 – 2.2  ส าหรับนกัเรียนท่ีเรียนระดบัมธัยมศึกษาตอนปลาย อาจท าความเขา้ใจกบั

บทนิยามน้ีค่อนขา้งท่ีจะเขา้ใจยาก  ดงันั้นเพื่อใหน้กัเรียนไดเ้ขา้ใจนิยามของลิมิตง่ายข้ึน  จะขอใหนิ้ยาม

ของลิมิตในอีกลกัษณะหน่ึง ดงัน้ี 

          “เราจะกล่าววา่ Lf(x) lim  
ax




 ก็ต่อเม่ือ x                                        f(x) เขา้ใกล ้L  

 

 

 

2.  นิยามของลมิติ 

 

            
 นิยาม 2.1  ลมิิตทางขวา 

  ให ้f                a                                     f(x) มีค่าเขา้ใกล ้ L  ในขณะท่ี x 

มีค่าเขา้ใกล ้ a  ทางขวามือ (เขียนแทนดว้ย Lf(x) lim  
ax






 ) ก็ต่อเม่ือส าหรับแต่ละจ านวนจริง 

0>ε  จะตอ้งมีจ านวนจริง 0>  ซ่ึงท าใหส้ าหรับทุก ๆ 
fDx   ถา้ δa<x<a  

แลว้จะได ้  <Lf(x)     

           นิยาม 2.2  ลมิิตทางซ้าย 

  ให ้f                a                                     f(x) มีค่าเขา้ใกล ้ L  ในขณะท่ี x 

มีค่าเขา้ใกล ้ a  ทางซา้ยมือ (เขียนแทนดว้ย Lf(x) lim  
ax






  ) ก็ต่อเม่ือส าหรับแต่ละจ านวนจริง 

0>ε  จะตอ้งมีจ านวนจริง 0>  ซ่ึงท าใหส้ าหรับทุก ๆ 
fDx  ถา้ a<x<a δ  

แลว้จะได ้  <Lf(x)     
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              คณิตศาสตร์เพิม่เตมิ  ม.6       โดย นางธันยนันท์   จนัเต 
 

3.1  กฎเกณฑ์หรือทฤษฎเีกีย่วกบัลมิิต 

         การพิจารณาค่าลิมิตของฟังกช์นั f(x) เม่ือ x          a โ                            

        x         a                   ตารางหรือกราฟไม่สะดวกรวดเร็วเท่าท่ีควร  เพื่อให้

วธีิการหาค่าลิมิตสะดวกและรวดเร็วข้ึนจึงจ าเป็นตอ้งศึกษากฎเกณฑแ์ละทฤษฎีส าคญั 

เพื่อน ามาใชใ้นการค านวณ  กฎทุกกฎสามารถพิสูจน์ได ้ แต่ในท่ีน้ีเราจะไม่ศึกษาวธีิพสูิจน์  

เพียงแต่จะศึกษาถึงวธีิน ากฎเกณฑไ์ปใชใ้นการค านวณเท่านั้น 

  ทฤษฎีบทท่ี 1 

              เม่ือ a , L และ M เป็นจ านวนใด ๆ  ถา้ f และ g  เป็นฟังกช์นัท่ีมีโดเมนและเรนจเ์ป็น

สับเซตของจ านวนจริง โดยท่ี Mg(x) limและLf(x) lim  
axax




 แลว้  

  1)   ถา้ cf(x)    เม่ือ c  เป็นค่าคงตวัใด ๆ  

             2)   af(x) lim  
ax




   

             

3)    nn ax lim  
ax




 ,  I  n

   

             

4)    Lcf(x) limcf(x)c lim  
axax




 เม่ือ  c  เป็นค่าคงตวัใด ๆ 

 
 5)    MLg(x)f(x) lim g(x)][f(x) lim  

axax




 
             6)    MLg(x)f(x) lim g(x)][f(x) lim  

axax



   

    

 

 

   

 

            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.  กฎเกณฑ์หรือทฤษฎเีกีย่วกบัลมิติและการค านวณค่าลมิติของฟังก์ชัน 
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ฟังกช์นัพหุนาม คือ ฟังกช์นัท่ีเขียนในรูป 01
1n

1n
n

n axa...xaxa  p(x)  
   

โดยท่ี n, n-1,...,1 เป็นจ านวนเตม็บวก  และ 01nn a,,a ,a ...   เป็นจ านวนจริง รายละเอียดเพิ่มเติมนกัเรียน
สามารถศึกษาไดต้ามตวัอยา่ง ดงัน้ี 

 

 

 

 

 

          7)   0M
M
L

g(x) lim

f(x) lim

g(x)
f(x) lim  

ax

ax
ax








,   

             8)     













I n,Lf(x) limf(x) lim  n

n

ax
n

ax

 

              9)   1I n,Lf(x) limf(x) lim  nn
ax

n
ax

 


 และ RLn     

  หมายเหตุ  กฎเกณฑเ์หล่าน้ีใชไ้ดก้บัลิมิตทางซา้ยและลิมิตทางขวา 

               

 

 

 

  

  

ทฤษฎบีทที ่2  

          ถา้  p(x) เป็นฟังกช์นัพหุนามแลว้ ส าหรับจ านวนจริง a ใด ๆ  p(a) p(x)lim  
ax



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3.2  การหาค่าลมิิตของฟังก์ชัน 

          การหาค่าลิมิตของฟังกช์นั  คือ  การหาวา่ฟังกช์นัมีค่าเขา้ใกลจ้  านวนจริงใด เม่ือก าหนดให้

ตวัแปรอิสระมีค่าเขา้ใกลจ้  านวนจริงจ านวนหน่ึง  ซ่ึงการหาค่าลิมิตน้ีสามารถใชก้ฎเกณฑ์

เก่ียวกบัลิมิตมาช่วยในการหาค่าลิมิตของฟังกช์นัได ้ ใหน้กัเรียนพิจารณาตวัอยา่ง ดงัน้ี 

   
               

 

 

 

  

  

ตัวอย่างที ่9  จงหาค่าของ 7)8x(x lim  2

3x




  

 วธีิท า    โดยกฎขอ้ 5) สามารถเขียนค่าลิมิตไดด้งัน้ี 

          7 lim8x limx lim7)8x(x lim  
3x3x3x3x

22


    

      7(8)(3))(3  2    

     7249     

      8      

          87)8x(x lim  2
3x




    

ตอบ 

   

 

   

 
               

 

 

 

  

  

ตัวอย่างที ่10  จงหาค่าของ 1)4x(x lim  2

1x




  

 วธีิท า    โดยกฎขอ้ 5) สามารถเขียนค่าลิมิตไดด้งัน้ี 

          1 lim4x limx lim1)4x(x lim  
1x1x1x1x

22


    

      1(4)(1))(1  2    

     141     

      2      

         21)4x(x lim  2
1x




  

ตอบ 
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ตัวอย่างที ่11  จงหาค่าของ 
1x

35x lim  
2

2x 





  

 วธีิท า    พิจารณาตวัส่วนของเศษส่วน 
1x

35x
2 

  จะเห็นวา่ 

      5121 limx lim1)(x lim  222
2x2x2x




  

   โดยกฎขอ้ 7) และ 5) สามารถเขียนค่าลิมิตไดด้งัน้ี 

        
1)(x lim

3)(5x lim

1x

35x lim  
2

2x

2x
22x 













  

     
1limx lim

3 lim5x lim
  

2x

2

2x

2x2x








     

     
1)(2

35(2)  
2 


  

     
14
310  




   

    
5

13     

       
5

13

1x

35x lim   
22x








    

ตอบ 
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ตัวอย่างที ่12  จงหาค่าของ 
2x
4x lim  

2

2x






  

 วธีิท า    พิจารณาตวัส่วนของเศษส่วน 
2x
4x 

2



  จะเห็นวา่ 

    0222 limx lim2x lim  
2x2x2x




  

   ดงันั้นไม่สามารถใชก้ฎขอ้ 5) หาค่าลิมิตน้ีได ้ จะหาค่าลิมิตน้ีไดต้อ้งอาศยั 

   ความรู้เร่ืองการแยกตวัประกอบของพหุนาม ดงัน้ี 

        
2x

2)2)(x(x lim
2x
4x lim  

2x2x

2











  

     2)(x lim  
2x




    

   โดยกฎขอ้ 5) สามารถเขียนค่าลิมิตไดด้งัน้ี 

     2 limx lim  
2x2x 

  

     22     

    4     

      4
2x
4x lim  

2

2x








     

ตอบ 
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ตัวอย่างที ่13  จงหาค่าของ 
23x

1x lim  
21x 





  

 วธีิท า    พิจารณาตวัส่วนของเศษส่วน
23x

1x   
2 

  จะเห็นวา่  

                         022242312)3x( lim  22
1x




   

   ดงันั้นไม่สามารถใชก้ฎขอ้ 5) หาค่าลิมิตน้ีได ้ จะหาค่าลิมิตน้ีไดต้อ้งอาศยั 

   ความรู้เร่ืองเสิร์ดคู่สังยคุของ 23x  2   คือ 23x  2    ดงัน้ี 

          














































 23x

23x

23x

1x lim
23x

1x lim  
2

2

22 1x1x
  

      
2)3x2)(3x(

2)3x1)((x lim  
22

2

1x 






   

      
43x

2)3x1)((x lim  
2

2

1x 






  

      
1x

2)3x1)((x lim  
2

2

1x 






  

      1)1)(x(x
2)3x1)((x lim  

2

1x







    

      11
231   

2




   

      2     

         2
23x

1x lim  
21x









     

ตอบ 
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ตัวอย่างที ่14  จงหาค่าของ 
1x

x lim  
2

1x




  

 วธีิท า    พิจารณาตวัส่วนของเศษส่วน
1x

x  
2


  

   จะเห็นวา่ 0111)(x lim  
1x




 (ค่าลิมิตของตวัส่วนมีค่าเท่ากบั 0)   

   จะไดว้า่ 
1x

x lim  
2

1x




   หาค่าลิมิตไม่ได ้ 

  หาค่าลิมิตไม่ได ้      ตอบ 
   

 

   

 
               

 

 

 

  

  

ทฤษฎบีทที ่3  

          ถา้  0LL,f(x) lim  
ax




 และ แลว้   0g(x) lim  
ax




 0L,
0
L

g(x)
f(x) lim  

ax



  

หาค่าไม่ได ้ หรือ ไม่มีลิมิต  
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